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 انمقذمت

وجد دلالات فقد  ياضية ظهرت بوادرىا منذ عصور قديدة جداً، ومن ىذه العلوم التكامل،لا شك أن الكثتَ من العلوم الر  
على  بردية موسكو الرياضيةدلت ف قبل الديلاد(  0811ريتُ )حوالي تاريخية على استخدام التكامل في عهد قدماء الدص

وتعد طريقة الاستنزاف من أوائل الطرق الدستعملة في إيجاد التكاملات حيث   .الذرم الدقطوع حجمعلمهم بصيغة لحساب 
وكانت تحسب بها الحجوم والدساحات وذلك بتقسيمها إلى أشكال صغتَة غتَ منتهية معلومة قبل الديلاد  071تعود إلى 

أولى أفكار حساب التكامل في أعمال الرياضي الإغريقي الدشهور أرخميدس الذي قام بوضع  زظهرت .الدساحة أو الحجم
طرقاً كانت بداية لتلك الطرق العديد من القوانتُ في الذندسة مثل حجم ومساحة سطح الكرة، مستخدماً في ذلك 

 الدستخدمة اليوم في حساب التكامل.

يدكن ملاحظة أن التكامل ظهر قبل التفاضل وأنو مثلو مثل بقية العلوم الرياضية، بدأ بأفكار و مفاىيم بسيطة ثم أخذ 
سابع عشر الديلاديتُ، الففي القرنتُ السادس عشر و  ينمو حتى استطاع عدد من العلماء وضعو في إطاره الصحيح والدقبول

تن وغوتفريت نيو شغل العديد من علماء الرياضيات بمسائل تتطلب حساب التفاضل والتكامل، حتى قام كل من إسحاق 
م مؤسسي باكتشاف النظرية الأساسية لحساب التفاضل . وبسبب ىذا الاكتشاف يطلق عليهما اسليبينز كل على حدا، 

 . كاملعلم حساب التفاضل والت

 

 نيت انبحثإشكا

)عند دراستنا للتكامل المحدد  )

b

a

f x dx  افتًضنا أن المجال[ , ]a b  متًاص، وحدود التكامل أعداد لزدودة، كما أن التابع

 الدكامل ىو تابع لزدود على ىذا المجال....

 كلاهما؟؟  ن أحد الطرفتُ أوفهل بإمكاننا مكاملة تابع إذا كان لرال مكاملتو غتَ لزدود م 
  ىل يدكن حساب التكامل لتوابع منقطعة عند أحد طرفي المجال أو كليهما، أو نقطة داخل لرال

 الدكاملة؟؟
  ىل يوجد طرق أخرى نلجأ إليها عند حساب التكامل المحدد حينما يصعب علينا الحساب بالطرق

 الدألوفة؟؟

 
 

 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A8%D8%B1%D8%AF%D9%8A%D8%A9_%D9%85%D9%88%D8%B3%D9%83%D9%88_%D8%A7%D9%84%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AD%D8%AC%D9%85
https://ar.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%A7%D9%84%D9%87%D8%B1%D9%85_%D8%A7%D9%84%D9%85%D9%82%D8%B7%D9%88%D8%B9&action=edit&redlink=1
https://ar.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%A7%D9%84%D9%87%D8%B1%D9%85_%D8%A7%D9%84%D9%85%D9%82%D8%B7%D9%88%D8%B9&action=edit&redlink=1
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 انفصم الأول

 انباب الأول

 انتكامم غير انمحذد: –لأصهيت مفهىو انذانت ا

)في كثتَ من الدسائل الذندسية والفيزيائية يطلب إيجاد دالة  )F x  بحيث يكون مشتقها دالة معطاة ىي ،( )f x. 

)ن ىذه الدسألة معاكسة لدسألة اشتقاق دالة وتسمى تكامل الدالة إ )f x و تكون بإيجاد جميع الدوال ،( )F x  التي
)مشتق كل منها يساوي الدالة  )f x ..1إن ىذا يقودنا إلى تعريف الدالة الأصلية 

 تعريف انذانت الأصهي:

)لتكن  )f x  دالة معرفة ومستمرة على المجال ,a b  نسمي الدالة .( )F x  دالة أصلية للدالة( )f x  على المجال
 ,a b  إذا كان مشتق الدالة( )F x  ىو( )f x:أي أن ، 

 ( ) ( ); ,
dF

F x f x x a b
dx

     (0.0) 

 أو

 
 

)من الواضح أنو إذا كانت الدالة  )F x  دالة أصلية للدالة( )f x  على المجال ,a b فإن الدالة ،( ) cF x   ًىي أيضا
)دالة أصلية للدالة  )f x حيث يدثل ،c  فإن: (1.1)ثابتاً عددياً ما. وذلك لأنو بحسب العلاقة 

(F( ) c) F ( ) c F ( ) ( )x x x f x        

)ومنو نستنتج وجود أسرة من الدوال الأصلية للدالة الدعطاة  )f x.تختلف عن بعضها البعض بأعداد ثابتة ، 

)1وبالعكس، إذا كان  )F x  2و( )F x  دالتتُ أصليتتُ للدالة( )f x  على المجال ,a b فإنهما تختلفان عن بعضيهما ،
 على المجال  cبمقدار ثابت  ,a b، :أي أن 

1 2( ) F ( ) cF x x   (0.2) 

 نكتب: (1.1)في الحقيقة بحسب العلاقة 
                                                           

1
 .العلوم كلٌة, تشرٌن جامعة. التكامل(. 2008-2007. )س. أ. ق. خ. أ. ي. ا. ع. د, ٌعقوب 

  

( ) ( )dF x f x dx
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                          1 2 1 2(F ( ) F ( )) F ( ) F ( ) ( ) ( ) 0x x x x f x f x        

 بحيث: cىذا يعتٍ وجود عدد ثابت 

1 2( ) F ( ) cF x x  

 أي أن:

1 2( ) c F ( )F x x  
 

 

 تعريف انتكامم غير انمحذد:

)لتكن  )f x  دالة معرفة و مستمرة على المجال ,a b إن أحد الدوال الأصلية .( )F x  للدالة( )f x على المجال
 ,a b  نسميها تكاملاً غتَ لزدد للدالة( )f x:ونرمز لذا بالرمز ، 

( )f x dx 

)، فإذا كانت بهذا الشكل )F x دالة أصلية للدالة( )f x على المجال ,a b فإن التكامل غتَ المحدد للدالة ،( )f x على
 ذلك المجال ىو:

           ( ) ( ) cf x dx F x   (0.0) 

 عدد ثابت كيفي. cحيث 

)نسمي  )f x الدالة الدستكملة، و( )f x dx الدقدار الدستكمل. 

 ملاحظة :

)إن عملية إيجاد التكامل غتَ المحدد للدالة   )f x  ىو عملية عكسية للتفاضل، كما أن عملية إيجاد الدالة الأصلية
 معاكسة لعملية إيجاد الدشتق.

 خواص التكامل غير المحدد:

 : الخواص الآتيةمن تعريف التكامل غتَ المحدد مباشرة يدكن استنتاج 

 ( ) ( )d f x dx f x dx . 
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 ، فإنو يدكن اختصار الإشارتتُ.متعاقبتتُ والتكامل dأي أنو إذا وردت إشارتا التفاضل 

 بما أن ( )F x  ىي دالة أصلية للدالة( )F x :فإن ،      ( ) ( ) cF x dx F x      

 و يدكن كتابة العلاقة بالشكل الآتي:

( ) ( ) cdF x dx F x  

  ( ) ( )af x dx a f x dx    حيثa  ثابت 

 من ثم لصري الدكاملة. يتم إخراجو خارج إشارة التكامل،أي أن الثابت 

 
1 2 1 2[ ( ) ( )] ( ) ( )f x f x dx f x dx f x dx     

 للمكاملة.ويدكن تعميم ىذه الخاصة لعدد لزدود من التوابع القابلة  

جذول انتكاملاث الأساسيت:
1

 

إذا أخذنا بعتُ الاعتبار أن عملية التكامل ىي عملية معاكسة لعملية الاشتقاق يدكننا أن نستنتج جدولًا يتضمن 
العديد من التكاملات الأساسية البسيطة لأننا نعلم مشتقات العديد من التوابع أضف إلى أن قواعد الاشتقاق ىي 

 بكثتَ من قواعد التكامل.في الواقع أسهل 

v.على سبيل الدثال لدينا قاعدة لزددة لإيجاد مشتق الجداء  u  أو مشتق النسبة ،u

v
قابلان  vو  uحيث  

الجداء السابق، أو النسبة السابقة، حتى لو كنا على معرفة بتكامل كل  لكن لا توجد قاعدة ثابتة لدكاملة للاشتقاق،
 ، إلا أننا سنستفيد من كون مشتق التابع الأصلي ىو التابع الدكامل، أي أن:vو  uمن 

[F( ) c] ( )x f x  

 ة:فيما يلي نقدم بعض التكاملات الشهتَ 

1dx x c    0 
adx ax c   2 

1

; 1
1

n
n x

x dx c n
n



   
   0 

                                                           
1
 .والكهربائٌة المٌكانٌكٌة الهندسة كلٌة, تشرٌن جامعة. (2) الرٌاضٌات(. 2011-2010. )ع. د. ب. س. ع. م. د, متٌلج 
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ln ; 0
dx

x c x
x
     4 

sin cosxdx x c     5 
1

sin cosaxdx ax c
a

    6 

cos sinxdx x c    7 
1

cos sinaxdx ax c
a

   8 

2
tan

cos

dx
x c

x
    9 

2
cot

sin

dx
x c

x
     01 

tan ln cosxdx x c     00 
cot ln sinxdx x c    02 

2

sin 1

cos cos

x
dx c

x x
    00 

2

cos 1

sin sin

x
dx c

x x
    04 

x xe dx e c    05 
1kx kxe dx e c
k

   06 

ln

x
x a

a dx c
a

    07 

2
arctan

1

dx
x c

x
 


  08 

2 2

1
arctan

dx x
c

a x a a
 

   09 

2

1 1
ln arcth

1 2 1

dx x
c x c

x x


   

    21 

2 2

1
ln

2

dx a x
c

a x a a x


 

   20 

2 2

1
ln

2

dx x a
c

x a a x a


 

   22 

2
arcsin

1

dx
x c

x
 


   20 
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2 2
arcsin

dx x
c

aa x
 


  24 

ln tan
sin 2

dx x
c

x
    25 

ln tan( )
cos 2 4

dx x
c

x


    26 

2 2

2 2
ln

dx
dx x x a c

x a
   


   27 

2

2
arcsh ln 1

1

dx
dx x c x x c

x
     


   28 

2

2
arcch ln 1

1

dx
dx x c x x c

x
     


  29 

ch shxdx x c    01 
sh chxdx x c   00 

ln chthxdx x c   02 

2
th

ch

dx
x c

x
    00 

2
cth

sh

dx
x c

x
    04 

sec tan secx xdx x c    05 
cosec cotan cosecx xdx x c     06 

 

     

 ملاحظة:

 من ىذه التكاملات يكفي التأكد من أن مشتق الطرف الأيدن يساوي التابع الدوجود داخل إشارة التكامل. لإثبات أي
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طرق حساب انتكامم غير انمحذد:   
1

 

 

 انطريقت انمباشرة:

تكاملات ، وجدول الماد على خواص التكامل غتَ المحدديدكن حساب الكثتَ من التكاملات مباشرةً بالاعت
الأساسية، حيث يعتمد ىذا الأسلوب في الدكاملة على استبدال التابع الدكامل بمجموعة من التوابع التي يسهل علينا 

 مكاملتها.

 مثال:

531 4
I= ( )

5
x dx

xx
  

 الحل:
8

5
5 4

2 ln
8 5

x x x c   

 حساب انتكامم بطريقت تغيير انمتحىل:

تعد ىذه  لى طريقة أخرى. بالطريقة الدباشرة، فإننا نلجأ إ لدوالإذا لم يكن بالإمكان حساب التكامل لبعض ا
تتلخص بأن لصري تغيتَاً في الدتحول بحيث يؤول التكامل إلى أحد طرق الذامة في حساب التكاملات، و الطريقة من ال

 خواص التكاملات الدشهورة، أو على الأقل يصبح أسهل من التكامل الأصلي، حيث يحسب مباشرة بالاستناد إلى
. إلا أن الوصول إلى ىذه الحالة، يتطلب خبرة في اختيار الدتحول جدول التكاملات الأساسيةلمحدد و التكامل غتَ ا

 الجديد، نظراً لعدم وجود قاعدة ثابتة تطبق على جميع الحالات.  

)ليكن الدطلوب حساب التكامل   )f x dx ة .، ولم يكن بالإمكان حسابو مباشر 

)لنفرض متحولًا جديداً  )t g x وتكون الدالة ، ( )x t  حيث بلة للاشتقاق ومستمرة، عندئذ دالة قا
( )dx t dt:وبالتالي ، 

( ) [ ( )] ( ) ( ) cf x dx f t t dt F t     

 لي بالعلاقة:وبالتالي يدكن حساب التكامل الأص

( ) [g( )] cf x dx F x  

                                                           
1
 .العلوم كلٌة, تشرٌن جامعة. التكامل(. 2008-2007. )س. أ. ق. خ. أ. ي. ا. ع. د, ٌعقوب 
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 مثال:
3cos sinx xdx 

 الحل:

costنفرض أن  x  فيكونsindt xdx  :وبالتعويض في التكامل لصد 
4

3 3cos sin
4

t
x xdx t dt c      

 و بالعودة إلى الدتحول الأصلي، لصد:
4

3 cos
cos sin

4

x
x xdx c   

 

 ملاحظة:

في بعض الأشكال الدعقدة للتكاملات قد يتطلب الحل تغيتَ الدتحول أكثر من مرة، حيث أنو نتيجة تغيتَ الدتحول في 
 الدرة الاولى تنتج دالة أبسط من الدالة الأولى، إلا أنو لا تكامل مباشرة، و لذلك نلجأ لتغيتَ الدتحول مرة أخرى.

 
 :حساب انتكامم بطريقت انتجزئت

 

بما أن الدكاملة ىي عملية معاكسة لعملية التفاضل، فإن كل قاعدة من قواعد التفاضل يجب أن تقابلها قاعدة في 
 عملية التكامل ، و تنتج طريقة التكامل بلتجزئة من قاعدة تفاضل جداء دالتتُ.

)لتكن الدالتتُ  )u x  و( )v x لمفاضلة على لرال ما فحسب قاعدة تفاضل جداء دالتتُ نكتب:قابلتتُ ل 

( . )d u v udv vdu  

 وبالتالي :

( . )udv d u v vdu  

 بمكاملة طرفي العلاقة الأختَةن لصد:
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( . )udv d u v vdu    

 أو

.udv u v vdu   

 و يدكن كتابتها بالشكل: تسمى العلاقة الأختَة دستور التكامل بالتجزئة،

( ) ( ) ( ). ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx    

 

 

 انباب انثاني

 انتكامم انمحذد:

يعتبر التكامل المحدد أحد أىم الدفاىيم الأساسية في التحليل الرياضي للدارستُ في لرالات لستلفة من العلوم، فهو 
حساب الحجوم، وعزوم العطالة، وعمل  يدثل وسيلة أساسية في حساب الدساحات المحددة بالدنحنيات وأطوالذا، وفي

 1القوى، ومواضيع أخرى كثتَة.

 

تعريف انتكامم انمحذد:
2

 

 

)لتكن  )f x  دالة مستمرة على المجال ,a b سنقوم بالعمليات الآتية على المجال . ,a b والدالة ،( )f x: 

نقسم المجال  -0 ,a b  إلىn  1جزء، وذلك باستخدام النقاط 2, ,... nx x x :حيث ، 

0 1 2 1... n na x x x x x b       

 ، أي أن: ونرمز لأطوال ىذه الأجزاء بالرمز 

1 0 2 1 1max{( ),( ),...,( )}n nx x x x x x     
                                                           

1
 .والكهربائٌة المٌكانٌكٌة الهندسة كلٌة, تشرٌن جامعة. (2) الرٌاضٌات(. 2011-2010. )ع. د. ب. س. ع .م. د, متٌلج 

  
2
 .العلوم كلٌة, تشرٌن جامعة. التكامل(. 2008-2007. )س. أ. ق. خ. أ. ي. ا. ع. د, ٌعقوب 
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لطتار من كل جزء، مثل  -2
1( , )k kx x

، نقطة، مثل  
kx  حيث ،

1k k kx x x   ولضسب قيمة ،( )f x  في
)ىذه النقطة، أي لضسب  )kf x . 

)نوجد جداء  -0 )kf x 1طول الجزء في[ , ]k kx x :أي ، 

1( ).( )k k kf x x x  

 نقوم بجمع جميع ىذه الجداءات التي يدكن كتابتها بالشكل: -4

1

1

( ).( )
n

k k k

k

f x x x 



  

 نسمي ىذا المجموع بالمجموع التكاملي أو لرموع ريدان.

]لصعل تقسيمات المجال  -5 , ]a b طولذا إلى الصفر. ألى اللانهاية، أي نصغر المجالات الجزئية بحيث ينتهي تنتهي إ
، و ىذه النهاية كانت لا تتعلق بطريقة التقسيم، ولا بطريقة Iإذا انتهى المجموع السابق إلى نهاية لزدودة، مثل 

 ة :. نسمي ىذه النهاي kxاختيار النقاط 

0
limI





  

)بالتكامل المحدد للدالة  )f x  على المجال[ , ]a b:ونرمز لو بالرمز ، 

( )

b

a

f x dx 

]الحد الأعلى، كما نسمي المجال ب bبالحد الأدنى للتكامل، و  aونسمي العدد  , ]a b .بمجال التكامل 

)إن التكامل المحدد للدالة  )f x  على المجال[ , ]a b  ينتهي أطول المجالات ىو النهاية المحدودة لمجموع ريدان عندما
 لى الصفر، ونكتب:إ الجزئية 

1

1

( ) lim ( ).( )

b n

k k k
n

ka

f x dx f x x x 
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 1الشكل

 ملاحظة:

بما أن التكامل المحدد ىو نهاية لزدودة لدقدار متحول ما، وبما أنو ليس من الضروري في الحالة العامة أن تكون لكل 
يتتُ مقدار متحول نهاية لزدودة، أي ليس من الضروري أن يكون للدالة تكامل لزدود، لذلك نورد النظريتتُ الآت

 سنقبلهما بدون برىان:

)(: إذا كانت الدالة 0) مبرىنة )f x  مستمرة على المجال الدغلق[ , ]a b فإن التكامل المحدد لو ،( )

b

a

f x dx  يكون

 موجوداً.

)(: إذا كانت الدالة 2) مبرىنة )f x الاستمرار على المجال الدغلق  متقطعة[ , ]a b فإن التكامل المحدد لو ،

( )

b

a

f x dx .ًيكون موجودا 

 :سهل، يدكن توضيحو بالدثال الآتي إن مفهوم الاستمرار الدتقطع مفهوم

)1لتكن  )f x  دالة مستمرة على المجال[ , [a c  حيثa c d b   2، و( )f x  دالة مستمرة على المجال
]c,d[  . 3والدالة( )f x  مستمرة على المجال]d,b]   إن الدالة( )f x 1التي تطابق( )f x  من أجل قيمx 

aالمحققة للمتًاجحة  x c   2، وتطابق( )f x  من أجل جميع قيمx  المحققة للمتًاجحةc x b وتطابق ،
3( )f x   من أجل جميع قيمx  المحققة للمتًاجحةd x b  ، وذلك مهما كانت قيمتو في النقطةx c   أو

xفي النقطة d  كما في الشكل:  من ثلاثة أجزاء مستمرة، يتألف 

 

 

 

الاستمرار، إذن الدالة الدتقطعة الاستمرار ىي الدالة التي تتشكل  الدالة أنها متقطعة  نقول عن ىذه
 من عدد الأجزاء الدستمرة، أي كل جزء من ىذه الأجزاء ىو دالة مستمرة.
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 انمعنى انهنذسي نهتكامم انمحذد:
 

)لتكن  )f x دالة موجبة ومستمرة على المجال الدغلق[ , ]a b ،فإننا نسمي السطح المحصور بتُ الدنحتٍ ولزور السينات ،
xو الدستقيمتُ  a  وx b  شبو منحرف إذا كان الخط البياني لـ( )f x  ٍمستقيماً، ويسمى شبو منحرف منحت

لدساحة ىذا السطح، و لنحسب مساحتو، من أجل ذلك لصزئ المجال الدغلق  Sبــ  إذا كان غتَ ذلك، وسنرمز
[ , ]a b  إلىn   0جزء بوساطة النقاط 1 2 1... n nx a x x x x b       ثم نقيم من ىذه النقاط ،

 شريحة كما في الشكل: nنقسم السطح إلى مستقيمات موازية لمحور العينات، في

 

 

 

 

)نلاحظ من الشكل أنو يدكن اعتبار كل شريحة من ىذه الشرائح )بشكل تقريبي( مستطيلًا، وبما أن الدالة  )f x  مستمرة
]على المجال  , ]a b1وظاً على الجزء ، فإن تغتَه لن يكون ملح[ , ]k kx x ،وذلك لكون ىذا الجزء صغتَاً جداً. بمعتٌ آخر ،

)نقول أن الدالة  )f x 1ثابتة تقريباً على المجالات الجزئية[ , ]k kx x طالدا ىذه المجالات صغتَة جداً، ىذا يعتٍ أن كل ،
يساوي  kx، إن طول الدستطيل الدشار إليو في الشكل   في النقطة ح تشكل تقريباً مستطيلاً شريحة من ىذه الشرائ

( )kf x 1، أما عرضو فيساويk kx x  1، وبالتالي فإن مساحة ىذه الشريحة تساوي( )( )k k kf x x x  وبناءً على ،
 لك، فإن لرموع مساحات ىذه الشرائح يساوي تقريباً مساحة السطح الدطلوب، أي أن:ذ

1

1

( )( )
n

k k k

k

S f x x x 



 

]نلاحظ أن ىذه الدساواة تزداد دقة كلما ازدادت عدد تقسيمات المجال  , ]a b  بشكل لا متناه، وكلما صغرت 
، تساوي وبشكل دقيق، نهاية Sأطول المجالات الجزئية الناتجة عن التقسيم(. وىذا يعتٍ أن الدساحة  )حيث  

0المجموع السابق عندما    و ،n:أي أن ، 
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1
0

1

lim ( )( )
n

k k k

k

S f x x x







 

)تعريف التكامل المحدد، لصد أن ىذه النهاية ماىي إلا التكامل المحدد للدالة  وحسب )f x  على المجال[ , ]a b،  أي
 أن:

( )

b

a

S f x dx  

)وبذلك نصل إلى الخلاصة الآتية: إذا كانت الدالة  )f x  جبة على المجال مستمرة ومو[ , ]a b فإن التكامل المحدد ،

( )

b

a

f x dx  ٍيساوي مساحة الدنطقة المحددة من الأسفل بمحور السينات، ومن الأعلى بالدنحت( )y f x  ومن ،

xالجوانب بالدستقيمتُ  a  وx b . 

 

 

 

 

 حساب انتكامم انمحذد:

قبل التطرق إلى كيفية حساب التكامل المحدد، لابد من معرفة خاصيتتُ أساسيتتُ، و ندخل فيها إلى مبرىنة تساعدنا في 
 حساب التكامل المحدد.

 خاصة أولى: لا يتغتَ التكامل المحدد إذا غتَنا رمز متحول التكامل، أي:

( ) (t)

b b

a a

f x dx f dt  

 خاصة ثانية: ينعدم التكامل إذا تساوى الحدين الأعلى والأدنى، أي:

( ) 0

b

a

f x dx  

xىذا يعتٍ أن مساحة الشكل الذندسي المحصور بتُ  a   وx a  0وy   ٍوالدنحت( )y f x .معدومة 

 نيبتز –علاقت نيىتن 

)مبرىنة)الدبرىنة الأساسية لحساب التكامل المحدد(: إذا كانت  )f x  دالة مستمرة على المجال[ , ]a b وكانت ،( )x  دالة
]أصلية لذا على المجال  , ]a b، :فإن 
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( ) ( ) ( )

b

a

f x dx b a   

 ليبتز. –تسمى ىذه العلاقة صيغة نيوتن 

 البرىان:

)بفرض أن  )F x  َدالة أصلية أخرى غت( )x وكما نعلم أنو يختلف عن ،( )x  بثابت، أي أن أحدهما ينتج عن
 ، أي:cثابت الآخر بإضافة 

( ) ( ) cF x x  

 عندئذٍ يدكن أن نكتب:

( ) ( ) c

b

a

f t dt x  

xبــ  x، وذلك إذا بدلنا cويدكن تحديد  a :في التكامل السابق ، 

( ) ( ) c 0

b

a

f t dt a   

)وبالتالي فإن  )c a  :ًإذا . 

( ) ( ) ( ) 0

b

a

f t dt x a    

xبــ  xولو بدلنا  b:لصد أن ، 

( ) (b) ( ) 0

b

a

f t dt a    

aتعد ىذه الدبرىنة صحيحة أيضاً من أجل  b . 
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انخىاص الأساسيت نهتكامم انمحذد:
1

 

 إذا بدلنا بتُ حدي التكامل المحدد، فإن التكامل يغتَ إشارتو. -0

aليبتز أن   –في الحقيقة اعتبرنا في صيغة نيوتن  b وذكرنا أن الصيغة تبقى صحيحة إذا كانت ،a b ولذلك ،
 نكتب:

( ) (b) ( ) [ ( ) (b)] ( )

b b

a a

f x dx a a f x dx           

]نقطة في المجال  cإذا كانت  -2 , ]a b أي إذا كان ،[ , ]c a b :فإن ، 

( ) ( ) ( )

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx    

 خارج إشارة التكامل، أي: kيدكن إخراج الثابت  -0

( ) ( )

b b

a a

kf x dx k f x dx  

]إن تكامل لرموع عدد منتوٍ من الدوال الدستمرة على المجال  -4 , ]a b  يساوي لرموع تكامل كل دالة على ىذا
 المجال، أي أن:

1 1[ ( ) ... ( )] ( ) ... ( )

b b b

n n

a a a

f x f x dx f x dx f x dx       

)بفرض أن  -5 )f x دالة موجبة، وأنa b:فإن ، 

( ) 0

b

a

f x dx  

)إذا كانت  -6 )f x و( )g x  دالتتُ مستمرتتُ على المجال[ , ]a b و تحققان ،( ) g( )f x x  على جميع نقاط المجال
[ , ]a b:فإن ، 

                                                           
1
 .والكهربائٌة المٌكانٌكٌة الهندسة كلٌة, تشرٌن جامعة. (2) الرٌاضٌات(. 2011-2010. )ع. د. ب. س. ع. م. د, متٌلج 
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( ) g( )

b b

a a

f x dx x dx  

]نقطة في المجال  cتنص ىذه الخاصة على أنو مهما تكن  -7 , ]a b:فإن ، 

( ) (c)( )

b

a

f x dx f b a  

 و تسمى ىذه الخاصة مبرىنة القيمة الوسطى في التكامل المحدد.

 

طرق حساب انتكامم انمحذد:
1

 

 ليبتز(. -الدبرىنة الأساسية في حساب التكامل المحدد)صيغة نيوتن حساب التكاملات المحددة اعتماداً على 
 حساب انتكاملاث انمحذدة بطريقت انتجزئت:

 وجدنا في حساب التكاملات غتَ المحددة أن دستور التكامل بالتجزئة يعطى بالعلاقة:

.udv u v vdu   

 ن:ليبتز على ىذه العلاقة، لصد أ –وباستعمال صيغة نيوتن 

[ ]

b b

b

a

a a

udv uv vdu   

 حساب انتكاملاث انمحذدة بطريقت تغيير انمتحىل:

ليبتز تسمح لنا بإيجاد دستور حساب التكاملات المحددة بطريقة تغيتَ الدتحول، وسوف نهتم  –إن صيغة نيوتن 
 بدراسة التكامل المحدد الآتي:

( )

b

a

f x dx 

)بطريقة تغيتَ الدتحول، حيث  )f x دالة مستمرة على المجال[ , ]a b ولذذا الغرض نفرض أن ،( )x t  حيث أن( )t 
 يحقق الشروط الآتية:

a الدالة )( )t لرال  معرفة ومستمرة في[ , ]  ويأخذ قيمة في المجال ،[ , ]a b  عندما تتحولt  في المجال[ , ] . 

                                                           
1
 .العلوم كلٌة, تشرٌن جامعة. التكامل(. 2008-2007. )س. أ. ق. خ. أ. ي. ا. ع. د, ٌعقوب 
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b إن )( ) a    و ،( ) b  . 

c الدالة )( )t  قابلة للاشتقاق في المجال[ , ] ، .ومشتقها مستمر في ىذا المجال 

 وبالتالي، يصبح التكامل المحدد بالشكل الآتي:

( ) ( ( )) ( )

b

a

f x dx x t dt
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 انفصم انثاني

 انباب الأول

 عتهت:انتكاملاث انم

)للدالة عندما عرفنا التكامل المحدد  )f xالدغلق  على المجال[ , ]a bاداً لزدودة، والدالة الدستكملة، كانت حدود التكامل أعد 
( )f x  لزدودة في المجال[ , ]a bاً لإيجاد المجموع التكاملي:، وكان ذلك شرطاً أساسي 

1

1

( ) lim ( )( )

b n

k k k
n

ka

f x dx f x x x 




  

 :أما الآن، فسوف لضاول توسيع مفهم التكامل المحدد من أجل الحالات التي تكون فيها 

0- a   أوb  ليهما معاً غتَ أو كلاهما معاً، ىذا يعتٍ أن يكون أحد طرفي الدكاملة غتَ لزدود أو ك
 لزدود.

)التابع الدكامل  -2 )f x  والواقع تحت رمز التكامل غتَ لزدود عند نقطة أو أكثر من نقاط المجال الدغلق[ , ]a b. 

ن التكاملات؛ لأننا لا تبعة في تعريف التكامل المحدد من أجل تعريف ىذا النوع مفي الحقيقة لا نستطيع اتباع الطريقة الد
]صل، وىو غتَ منتو، مثل المجالنستطيع تجزئة المجال بالأ , ]a  ًغتَ لزدود.  ، فإن أية تجزئة لذذا المجال ستحوي لرالًا جزئيا

غتَ ولذلك لابد من اتباع طرق أخرى من أجل تعريف ىذا النوع من التكاملات التي تسمى بالتكاملات الدعتلة أو 
  1 الذاتية، كما تسمى غتَ الأصلية.

 2:وىذه التكاملات تقسم إلى

 .، وتكاملات معتلة من النوع الثالثتكاملات معتلة من النوع الأول، و تكاملات معتلة من النوع الثاني

ثاني نسميو إن التكامل الذي يحقق الشرط الأول نسميو تكاملًا معتلًا من النوع الأول، والتكامل الذي يحقق الشرط ال
تكاملًا معتلًا من النوع الثاني، أما التكاملات التي تحقق الشرطتُ معاً أي أن لرال الدكاملة غتَ لزدود و كذلك التابع 

 الناتج غتَ لزدود على لرال الدكاملة نسميو تكاملًا معتلًا من النوع الثالث.

                                                           
1
 .والكهربائٌة المٌكانٌكٌة الهندسة كلٌة, تشرٌن جامعة. (2) الرٌاضٌات(. 2011-2010. )ع. د. ب. س. ع. م. د, متٌلج 

  
2
 .العلوم كلٌة, تشرٌن جامعة. (3)التحلٌل(. 1994-1993. )أ. د, الغصٌن 
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 انتكاملاث انمعتهت من اننىع الأول:

 :تأخذ أحد الأشكال الآتية

( )f x dx





        ( )

b

f x dx


       ( )
a

f x dx



  

 

) لتكن )f x  دالة مستمرة على المجال[ , ]a فهي قابلة للتكامل في أي لرال جزئي لزتوى في ىذا المجال، مثل المجال ،
[ , ]a u وذلك مهما تكن ،u a :ونستطيع في ىذه الحالة أن نكتب ، 

( ) ( )

u

a

u f x dx   

يسعى إلى اللانهاية ، uلى، ويكون مستمراً لذذا الدتحول، وعندما لصعل الدتحول وىذا التكامل، كما سنرى، يتبع للحد الأع
)ـ أن يكون ليدكن  )u  قيمة لزددة أو غتَ لزددة أو أن لا توجد لو قيمة. 

 أمثلة:

 إن النهاية الآتية :

2

11

1 1
lim lim lim 1 1

tt

t t t

dx

x x t  

   
        

   
 

 موجودة و لزددة. أما النهاية:

2 3

1
1

lim 3 lim

t
t

t t
x dx x

 
     

 فهي نهاية غتَ لزدودة. غتَ أن النهاية :

   
0

0

lim sin lim cos lim cos 1

t
t

t t t
xdx x x

  
     

sinغتَ موجودة؛ لأن  1x   0]، وذلك مهما تكن, [x  . 
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)لتكامل نصل إلى التعريف الآتي: إذا كان لمن ىذه الدقدمة، و الأمثلة، نستطيع أن  )

t

a

f x dx  نهاية لزدودة عندما تسعى

t نهاية، فإننا نسمي ىذه النهاية بالتكامل الدعتل للدالة إلى اللا( )f x  على المجال[ , [a   :ونرمز لو بالرمز ،( )
a

f x dx



 

lim، الذي يساوي:  ( )

t

t
a

f x dx
   

                أي أن:    

( ) lim ( )

t

t
a a

f x dx f x dx




  

)فإذا كانت ىذه النهاية لزدودة، قلنا أن التكامل الدعتل  )
a

f x dx



 .متقارب، وإلا فهو متباعد أو غتَ موجود 

[وبشكل مشابو يدكن أن نعرف التكاملات الدعتلة على المجال من الشكل  , ]b :على النحو الآتي ، 

( ) lim ( )

b b

t
t

f x dx f x dx




  

[وكذلك يدكن أن نعرف التكاملات الدعتلة على المجال  , [    وذلك باتباع خواص التكامل المحدد، برده إلى لرموع
 تكاملتُ:

( ) ( ) ( )

c

c

f x dx f x dx f x dx

 

 

     حيث] , [c   

ل من التكاملتُ الدوجودين في الطرف الأيدن متقارباً أو يكون التكامل في الطرف الأيسر متقارباً إذا كان ك :1 ملاحظة
 يكون التكامل في الطرف الأيسر متباعداً إذا كان أحد التكاملتُ على الأقل في الطرف الأيدن متباعداً.

من النوع الأول ىي نهاية لتكاملات لزدودة عندما ينتهي أحد حديها  ا سبق أن التكاملات الدعتلةنستنتج لش: 2 ملاحظة
 . أو كلاهما إلى 

يدكن استخدام قواعد التكامل التي درسناىا في التكاملات المحدودة مع ملاحظة أنو، في التكاملات الدعتلة  في :3 ملاحظة
 إلى تكامل لزدود. معتلبعض الأحيان، و نتيجة استخدام طريقة التعويض، يتحول التكامل من تكامل 
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بع انمنقطعت )انغير مستمرة(:تكاملاث انتىا
1

 

 وىي التكاملات الدعتلة من النوع الثاني.

تعريف: نقول عن تكامل أنو معتل من النوع الثاني إذا لم يكن التابع الدكامل مستمراً عند أحد طرفي المجال، أو كليهما، أو 
 في نقطة على الأقل داخل لرال الدكاملة، مثلًا:

2

0 1

dx

x
 

1لتابع ا
( )

1
f x

x



1يعاني انقطاع في   [0,2]x   :ًأيضا 

3

2

0

dx

x
 

2

1
( )f x

x
  0غتَ مستمر عندx  .)أحد طرفي المجال( 

بمعتٌ آخر، ىناك حالات يدكننا فيها حساب في الواقع يدكن حساب مثل ىذه التكاملات عندما تكون متقاربة، و 
)تكاملات لتوابع غتَ مستمرة على لرال الدكاملة، فمثلًا إذا كان  )f x  يعاني انقطاعاً في النقطةc  :أي أن 

lim ( )
x c

f x


              , a c b   

 ئذٍ نكتب:عند

( ) ( ) ( )

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx    

)تعريف: ليكن التابع  )f x  معرفاً على المجال[ , ]a b  معlim ( )
x a

f x


  قابلًا للمكاملة على[ , ]b  حيث

a   وكانت النهايةlim ( )

b

a
f x dx





 : موجودة و وحيدة نقول عندئذٍ أن التكامل 

( )

b

a

f x dx 

 متقارب ونكتب:

                                                           
1
 .والكهربائٌة المٌكانٌكٌة الهندسة كلٌة, تشرٌن جامعة. (2) الرٌاضٌات(. 2011-2010. )ع. د. ب. س. ع. م. د, متٌلج 
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( ) lim ( )

b b

a
a

f x dx f x dx





  

limأما من أجل :  ( )
x b

f x


 :فإن 

( ) lim ( ) :

b

b
a a

f x dx f x dx b







    

 نقول إنو متباعد أو ليس لو معتٌ.إذا لم يكن التكامل متقارباً 

 

 انتكاملاث انمعتهت من اننىع انثانث:
 

إن التكاملات الدعتلة من النوع الثالث يدكن التعبتَ عنها بدلالة التكاملات الدعتلة من النوع الأول ومن النوع الثاني وبالتالي 
 من النوع الأول والثاني تصح ىنا أيضاً.فإن جميع الدلاحظات التي أوردناىا فيما سبق بالنسبة للتكاملات الدعتلة 

 

خىاص انتكاملاث انمعتهت:
1

 

 

  :كامل الدعتل ىو نهاية تكامل لزددإن أغلب خواص التكاملات تبقى صحيحة بالنسبة للتكاملات الدعتلة، و ذلك لأن الت

)الدعتل  إذا كان التكامل -0 )
a

f x dx



  متقارباً ، فإن ( )
a

kf x dx



  ً0، حيث يدثليكون متقارباk    ًعددا

 ثابتاً. عندئذ يدكن أن نكتب:

( ) ( )
a a

kf x dx k f x dx

 

  

)  إذا كان -2 )
a

f x dx



   وg( )
a

x dx



   متقاربان ، فإن التكامل: 

[ ( ) ( )] ( ) ( )
a a a

f x g x dx f x dx g x dx

  

         .متقارب 

 تباعد أحدهما تباعد لرموعهما أو فرقهما.وإذا 

                                                           
1
 .جوجة. غ. د. معتلة تكاملات. معتلة تكاملات(. 2014. )غ. د, جوجة 
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)إذا كان   -0 ) 0f x   على المجال[ , [a  : فإن ، 

( ) 0
a

f x dx



( ) 0
a

f x dx



 

)إذا كان التكاملان الدعتلان   -4 )
a

f x dx



   وg( )
a

x dx



 : متقاربتُ وكان 

( ) g( ) : [ , [f x x x a    :فإن  ( ) g( )
a a

f x dx x dx

 

   

)إذا كان التكامل الدعتل  -5 )
a

f x dx



  : متقارباً فإنlim ( ) 0
x

a

f x dx




 

)إذا كان  -6 )f x  تابعاً معرفاً على المجال[ , [a   وقابل للمكاملة على أي لرال جزئي مغلق و لزدود
[ , ] [ , [a A a    وكان( )F x  تابعو الأصلي على المجال[ , [a   :تتحقق العلاقة الآتية

( ) ( ) F( ) F( )
a

a

f x dx F a x




     حيث أن( ) lim ( )
x

F F x


   

 علاقة نيوتن لبينتز أو تسمى بالنظرية الأساسية في الحساب التكاملي بالنسبة للتكاملات الدعتلة.والتي تسمى 

 

اختباراث انتقارب:
1

 

 

دراسة  في، فعندىا نلجأ نوعاً ما معقّداً يكون حسابو طلب دراسة تقارب التكامل الدعتل، و في كثتَ من الأحيان ي  
 أنواع التكاملات الدعتلّة : التقارب إلى بعض الاختبارات التي تصلح لجميع

  ُالاختبار الأوّل : ليكن لدينا الدّالتت( ) 0f x   وg( ) 0x  ،  تحقّقان الدتًاجحةو( ) g( ) 0f x x 

]، وذلك من أجل قيم  , [x a  و كان التكامل،( )
a

f x dx



قارباً، فإن التكاملمتg( )
a

x dx



  يكون

 متقارباً أيضاً.

                                                           
1
 .والكهربائٌة المٌكانٌكٌة الهندسة كلٌة, تشرٌن جامعة. (2) الرٌاضٌات(. 2011-2010. )ع. د. ب. س. ع. م. د, متٌلج 
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 0لاختبار الثاني: إذا كان ا ( ) g( )f x x  ،  كل و ذلك من أجلx   في المجال[ , [a   كان التكامل ،

( )
a

f x dx



  التكامل متباعداً، فإنg( )
a

x dx



 .ًيكون متباعدا 

 الاختبار بالدوال السالبة، أي  الاختبار الثالث: يتعلّق ىذا( ) 0f x ل إذا تقارب التكام( )
a

f x dx



 

)،فإن التكامل   )
a

f x dx



 .ًمتقارب مطلقا 

 انباب انثاني

 

ونر:تكاملاث أ
1

 

 

لذلك قام أولر ببرىان التكامل لتابعي بيتا و غاما  للمكاملة بالطرق العادية الدألوفةيوجد الكثتَ من التوابع الغتَ قابلة 
 حيث أصبح بإمكاننا إيجاد التكامل الدعتل استناداً لتكاملات أولر ... لنتعرف إليها:

 

 تكامم أونر من اننىع الأول: )انتابع بيتا(

 

 يتا بالعلاقة الآتية:يعرف التابع ب

     
1

1 1

0

( , ) (1 )a ba b x x dx     (0.4) 

 متغتَي التابع. bو  aحيث        

( بتكامل أولر من النوع الأول ويكون ىذا التكامل متقارب من أجل 4.0ويسمى التكامل في الطرف الأيدن من العلاقة )
0a   0وb    0كما أنو متباعد من أجلa   0وb  . 

                                                           
1
 .جوجة. غ. د. خاصة توابع(. 2014. )غ. د, جوجة 
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 خىاص انتابع بيتا:

 

 ( أن:4.0نفرض من العلاقة ) 

1 1x t x t dx dt        ( بعد ملاحظة أن:4.0نعوض في ) 

0 1x t      1و 0x t   

0قيم من يأخذ  tإذاً لدينا  1 :ولكن لوجود الإشارة السالبة نقلب حدود التكامل فيكون لدينا 
1

1 1

0

( , ) (1 ) ( , )b aa b t t dt b a     

 وبالتالي:    

( , ) ( , )a b b a   (0.5) 

 وىي الخاصة الأولى. bو aإذاً التابع بيتا متناظر بالنسبة لوسيطيو 

       :لدينا
1

1 1

0

( , ) (1 )a ba b x x dx    

1نفرض أن:     2(1 ) ( 1)(1 )b bu x du b x dx             1و 1a adv x dx v x
a

    

 نعوض في دستور التجزئة: 
1

1
1 2

0
0

1 1
( , ) (1 ) (1 )b a a bb
a b x x x x dx

a a
  

    

1

2

0

1
( , ) (1 )a bb
a b x x dx

a
 

   

 وبالاستفادة من الدطابقة:
1 1(1 )a a ax x x x      :وبالتعويض لضصل على 

1 1

1 2 1 1

0 0

1
( , ) (1 ) (1 )a b a bb
a b x x dx x x dx

a
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1 1
( , ) ( , 1) ( , )

b b
a b a b a b

a a
  

 
    

1 1
(1 ) ( , ) ( , 1)

b b
a b a b

a a
 

 
    

 ( 1) ( , ) (b 1) ( , 1)a b a b a b        (0.6) 

 وىي الخاصة الثانية.

 :الخاصة الثالثة 

)   لدينا:    1) ( , ) (b 1) ( , 1)a b a b a b      

1
( , ) ( , 1)

1

a
a b b a

a b
 


 

 
  (0.7) 

     بالاختصار لصد:

( 1) ( , 1) ( 1) ( , 1)b a b a b a       (0.8) 

 والآن لنضع التغيتَ:

1 1a p a p                       1و 1b q b q     

 فتصبح الدعادلة بالشكل:

( 1, ) ( 1, )q p q p q p    

( 1, ) ( 1, )
p

p q q p
q

     (0.9) 

1ينتج لدينا:          (0.01)من 
( , ) ( , 1)

1

b
a b a b

a b
 


 

 
  

bوبفرض أن   n عدد صحيح موجب فإن: 

1
( ,n) ( , 1).......(*)

1

n
a a n

a n
 


 

 
 

1nبــ  nكل   (*)فإذا استبدلنا في العلاقة   :لضصل على 
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2
( ,n 1) ( , 2)

2

n
a a n

a n
 


  

 
 

2nــ ب nكل   (*)ونستبدل في العلاقة   :لضصل على 

3
( , 2) ( , 3)

3

n
a n a n

a n
 


  

 
 

2nونتوقف عند   :فنجد 

1
( ,2) ( ,1)

1
a a

a
 


 

)وبتكرار ىذه العملية  1)n  :مرة، وبضرب العلاقات السابقة طرفاً لطرف لصد 

1 2 1
( , ) . ........ ( ,1)

1 2 1

n
a n a

a a a n
 




   
 

 ولكن حسب التعريف:

نعوض
11

1

0 0

1
( ,1)

a
a x

a x dx
a a

     

1.2.3.................( 1)
( , )

( 1)( 2).......( 1)

n
a n

a a a a n



 

   
 

( 1)!
( , )

( 1)( 2).....( 1)

n
a n

a a a a n



 

   
  (0.00) 

aولنفرض أن  m  بالشكل: (0.02)فتصبح العلاقة 

( 1)!
( , )

( 1)( 2).....( 1)

n
m n

m m m m n





   
 

)وبضرب الطرف الأيدن بــ  1)!m :بسطاً ومقاماً لصد 

( 1)!( 1)!
( , )

( 1)! ( 1)( 2).....( 1)

m n
m n

m m m m m n


 


    
 

 أي أن:   
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( 1)!( 1)!
( , )

( 1)!

m n
m n

m n


 


 
  (0.00) 

)لنستنتج  - , )a a : 

aنفرض أن  b  عندئذٍ يكون لدينا: (0.04)في العلاقة 
1

1 1

0

( , ) (1 ) ; 0a aa a x x dx a     

 
11 1

2 1

0 0

( , ) (1 ) ( )

a

aa a x x dx x x dx



     

11

2

0

1 1
( , ) ( )

4 2

a

a a x dx



 
   

 
 

11

2
2

0

1 1
( , ) 2 ( )

4 2

a

a a x dx



 
   

 
 

21"لأن التابع  1
( )

4 2
y x    1قطع مكافئ لزوره التناظري ىو

2
x  " 

 ونفرض أن:

1

2 2 4

t dt
x dx

t


    

                                وبالتالي:
1 1

1 2

0

1 1
( , ) ( ) .

2 4 4

at
a a t dt


  

1 1
1 1

1 2

0

1
( , ) (1 ) .

2 1

aa a t t dt
a


  

 
  

1 1
( , ) ( , )

2 1 2
a a a

a
 


  (0.05) 

                :  (0.06)لدينا العلاقة 
1

1 1

0

( , ) (1 )a ba b x x dx    
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                      نفرض أن  
21 (1 y)

y dy
x dx

y
  

 
 

1
1 1

1 1

y
x

y y
   

 
 

 وحدود التكامل: 

0 1x y   

1x y   

 نعوض فنجد:

1

1 2

0

1 1
( , ) ( )

1 (1 y) (1 y)

a

b

y
a b dy

y









   

1

1 1 2

0

1 1
( , )

(1 ) (1 y) (1 y)

a

a b

y
a b dy

y


 

 


   

1

0

( , )
(1 )

a

a b

y
a b dy

y


 




 

 أي أن:
1

0

( , )
(1 y)

a

a b

y
a b dy

 




  (0.07) 

 

 بع غاما(تكامم أونر من اننىع انثاني:)انتا

 

 يعرف التابع غاما بالشكل الآتي:

1

0

( ) ; 0a xa x e dx a



     (0.08) 

0aويتقارب ىذا التكامل إذا كان  بتكامل أولر من النوع الثاني (0.09)يدن للعلاقة نسمي التكامل من الطرف الأ  . 
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 خىاص انتابع غاما:

 

  :الخاصة الأولى ( 1) ( )a a a     

 البرىان:   

                              لدينا: 
0

( 1) a xa x e dx



    

                            نفرض أن: 
1a a

x x

u x du ax dx

dv e dx v e



 

  

   
  

 نعوض في دستور التجزئة:     

1

0
0

( 1)

0 ( ) ( )

a x a xa x e a x e

a a a a




      

    

 

( 1) ( )a a a     (0.21) 

 وىي العلاقة الأساسية للتابع الغماوي.

(1)يدكن التأكد بسهولة أن  (0.20)ومن العلاقة  1  . 

 :الخاصة الثانية 

aلنفرض أن  n  عدد صحيح موجب وبتطبيق العلاقة الأساسية للتابع الغماويn :مرة متتالية لضصل على 

( 1) ( )

( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( 2) ( 2)

.

.

.

(3) 2 (2)

(2) 1 (1) 1

( 1) ! (1) !

n n n

n n n

n n n

n n n
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 إذاً:        

( 1) !n n    (0.22) 

 :الخاصة الثالثة 

 :  (0.20)لدينا من العلاقة

 

1

0

( ) ; 0a xa x e dx a



     (0.24) 

 فنجد: tyبــ  xنستبدل كل 

1 1

0

( ) a a tya t y e tdy



     

1 (t 1) y

0

( ) a b a ba b t y e dy



        

aبــ aحيث أننا قمنا بتبديل كل  b   وبدلنا كلt  1بــt  . 

1                                وبالتالي: (t 1) y

0

( )

(1 t)

a b

a b

a b
y e dy



   



 


   

1atوبضرب طرفي العلاقة الأختَة بـ    وبالدكاملة بالنسبة لـt  باعتبار(t  من)0متحولًا :فنحصل على 
1

1 1

0 0 0

( )
(1 )

a
a a b ty y

a b

t
a b dt t y e e dy dt

t

  
    



 
    

  
   

فنجد:    ayونقسمو على  ayنبادل بتُ موضعي التكامل في الطرف الأيدن ثم نضرب التابع الدستكمل بـ 
1

1 1

0 0 0

( ) ( ) ( )
(1 )

a
a ty b y

a b

t
a b dt ty e d ty y e dy

t

  
   


  

   

                              وبما أن:
1

0

( , )
(1 t)

a

a b

t
a b dt
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 فبالتالي:

1 1

0 0

1

0

1

0

( ). ( , ) ( ) ( )

( ) y

( ) ( ) ( )

a ty b y

b y

b y

a b a b ty e d ty y e dy

a e dy

a y e dy a b


 

   



 



 

  

 

    

 





 

 إذاً :

( ) ( )
( , )

( )

a b
a b

a b


 

 

  (0.25) 

 تُ التابع بيتا والتابع غاما.وىي العلاقة الأساسية التي تربط ب

 ولصد أن لذذه التكاملات استعمالات ىامة وخاصة في حساب التكاملات المحددة التي يصعب حسابها بالطرق الدألوفة.

 (:0مثال)

3                        أوجد قيمة التكامل الدعتل:    

0

xx e dx





  

 الحل:

 اما لصد أن:استناداً إلى تعريف التابع غ

3

0

(4) 3! 6xx e dx



     

 (:2مثال)

6                      احسب التكامل:       2

0

xx e dx





  

 الحل:

ىنا لصري تغيتَاً في الدتحول 
2

y
x  :فنحصل على 
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6

7 7 7

0

1 (7) 6! 45

2 2 2 8

yy e dy



 
   

 :اننتائج 
 

 ملة لتكامل أحد طرفيو أوكلاهما يسعى إلى تعرفنا إلى إمكانية إجراء مكا. 
 .تعرفنا إلى إمكانية إجراء تكامل للتوابع الدنقطعة في أحد طرفي لرال تعريفها أو كليهما أو نقطة ضمن ىذا المجال 
  ق الدألوفة.تعرفنا إلى تكاملات أولر و توظيفها في حساب التكاملات المحددة التي يصعب حسابها بالطر 

 انخاتمت:

المحدد وصولًا للتكاملات الدعتلة، وىكذا نكون توصلنا في نهاية ىذا البحث إلى شرح بسيط للتكامل غتَ المحدد و 
فتطرقنا بالحديث عن خواصها و اختبارات تقاربها، إلا أن موضوع التكامل موضوع واسع و كبتَ لا يدكننا إعطاؤه 

 حقو في بحثٍ صغتَ... 

 

 

 وانمراجع: انمصادر
 

 .العلوم كلٌة, تشرٌن جامعة. (3)التحلٌل(. 1994-1993. )أ. د, الغصٌن

  
 .جوجة. غ. د. معتلة تكاملات. معتلة تكاملات(. 2014. )غ. د, جوجة

  
 .جوجة. غ. د. خاصة توابع(. 2014. )غ. د, جوجة

  

 المٌكانٌكٌة الهندسة كلٌة, تشرٌن جامعة. (2) ٌاتالرٌاض(. 2011-2010. )ع. د. ب. س. ع. م. د, متٌلج

 .والكهربائٌة

  
 .العلوم كلٌة, تشرٌن جامعة. التكامل(. 2008-2007. )س. أ. ق. خ. أ. ي. ا. ع. د, ٌعقوب
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